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研究 -类 包含 FE Smarandaqhe 对 偶 函 数 方程 的 可 解 性 。 方 法 


710089) 


初等 方法 。 结 果 获 


得 了 给 定 方程 的 所 有 正 整 数 解 。 结 论 ”证 明 方 程 2 S (dd 一 o(DQCoO 有 且 仅 有 3 种 形式 的 


解 。 
关 键 
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1 引言 及 结论 


对 任意 正 整数 ?著名 的 上 Snarandaches 寺 偶 西 
数 S 〈 凹 定义 为 最 大 的 正 整数 症 使 得 ml | ? 即 

S ( 马 一 电 也 mmE N) 
例如 S 〈 马 的 前 咱 值 为 : 8 (3) 王 1 8S (4) 一 2 
S ( 5) 一 1S()=3SG0)=1S(0)=2 
S (9)=1S (0)=2S (CU)=1S (2) 一 3 
S (13) =1S (4) =2S 05) 一 1 S (16) = 
2 … 由 S (的 定义 容易 推出 当 I 为 奇数 时 ， 
S (了 一 1 当 芒 偶 数 时 ，S (〈 耳 二 2 这 个 本 数 是 
由 罗马 尼 亚 著 名 数论 专家 JSando 寿 文献 [ 了 ] 中 首 
次 提出 的 , 并 研究 了 它 的 各 种 初等 性 质 , 获得 了 一 系 
列 重 要 的 结论 . 同时 J Sando 焉 文献 [ 菩 中 还 提出 
了 下 面 的 猜想， 

S ((C2k-1)1C2kHl)1) 一 91 
其 中 召 一 个 正 整 数 ， 呢 跟随 2k+ 1 的 第 一 个 素 

Maohua LeiF 明 了 这 一 猜想 是 正确 的  . 关于 
这 一 本 数 以 及 有 关内 容 也 可 以 参阅 文献 [3 一 引 . 例 
如 Shejiao Xue 中 证 明了 当 Recs > 1 时 有 人 恒 等 
式 口 ， 


VSGD rw NA 1 
一 5(9 


及 
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RE 
全 河 C989 


RE 
0 名 FDCCGEEDD 


其 5(CS) = > 二 是 Rianann Zeta 页 数 . 


LI 一 1 


注意 到 5(2) 一 二 Jin(s-1)5(9 一 1 及 >， 亏 
mn=-1 1 


6 

一 e 一 由 上 式 立 刻 推出 
SGD Al 
汉 了 6 光 ( 孔 小 


MacsD 人 二 名)=e1 
1 


这 里 e= 2 718 281 828 459… 是 一 个 常数 。 
此 外 , 文献 [5] 中 还 利用 初等 方法 获得 了 较 强 
的 渐 近 公式 
2 S (= Ce-DxHOCRE 
本 文 的 主要 目的 是 利用 初等 方法 研究 一 类 包含 
FE Snarandache 对 偶 数 方程 的 可 解 性 , 并 获得 了 
该 方程 的 所 有 正 整数 解 . 设 2 的 标准 素 因 子 分 解 式 
为 na 一 总 名 … 划 定义 (om 为 欧 所 有 不 同 素 因 
子 的 个 数 , 不 包括 素 因 子 的 重 数 , 即 w(mD 一 攻 
4 (CD 定义 为 ] 驳 所 有 素 因 子 个 数 和 . 即 0 (也 一 ai 
Fo 十 … 十 os 具体 考虑 了 如 下 的 问题 : 是 否 存在 正 


基金 项 目 : 国家 自然 科学 基金 资助 项 目 (10671155); 陕西 省 教育 厅 科研 基金 资助 项 目 (08 下 433 ) 


作者 简介 : 刘 宝 利 , 女 , 陕西 宝鸡 人 , 从 事 基 础 数学 研究 . 


一 28 一 西北 大 学 学 报 (自然 科学 版 ) 第 39 息 
整数 3 满足 方程 其 中 1] 过 2 


1S (9 一 o(D9( 吊 (1) 

那么 , 到 底 有 多 少 “3 诺 足 式 (1)? 本 文 完 全 解决 了 这 
一 问题 , 即 证 明了 下 面 的 定理 。 

定理 方程 2 S (d 一 o(CoD9Cn 有 且 
仅 有 以 下 3 种 形式 的 解 

1) n 一 四 B 或 者 nD= ?了 包 其 中 2< B 一 Ba 
之 1 B 之 4 
B 或 者 n 一 8 有 B 或 者 n 一 ?DB 岛 


有 
其 中 8 一 B 一 8 一 8 为 奇 素数 ， 
2 定理 的 证 明 
利用 初等 方法 直接 给 出 定理 的 证 明 . 容易 验证 


当 联 一 1 时 ， 
泡 S(d=S(CGD)=1 


同时 
wo(CDOCD 一 0 
等 式 〈]1 ) 不 成 立 , 所 以 ?1 不 是 方程 (1) 的 正 


现在 假定 冀 1: 对 式 (1) 分 下 面 几 种 情况 讨 
论 : 

(jjD 当 萄 奇数 时 , 设 nr 及 划 … 世 此 时 显然 
对 任意 dl| 珍 2 吓 整除 ?所 以 S (d 一 工 于 是 ， 
当 PT> 1 且 满 足 式 (1) 时 有 

信 4 S (由 241 dCD) 


(1 十 al )(1 十 as ) (1 十 ap) 


同时 
w(CDOCnD 一 Ka 十 ai 十 … 
其 中 人 马 表 示 Dirichle 除 数 西数 。 
下 面 对 ] 哟 取 值 进行 讨论 : 
( 引 当 kk 一 2 时 ， 
>)S(d=(ow+Tl)(o 二 1l) 


dm 
w(CDOCD) 一 2(Cal 十 ao )。 
解 方 程 (xc 十 1) (ao 十 1) 王 2(a 十 oo) 得 , wu = 荆 
者 w 一 所 以 ，n 一 88 或 者 一 了 马 其 中 2 一 了 
二 了 ao 之 ?8 之 1 
(b) 当 k=- 3 时 , 满足 方程 (1 ) 的 等 式 为 
(al 十 1)(as 十 1) (as 十 1) 王 3(Ca 十 as 十 as )。 
(2) 
下 面 对 式 (2 ) 中 的 每 个 xi 是否 取 1 进行 讨论 ， 


上 Fak) 


当 式 (2 ) 中 仅 有 一 个 为 ] 时 ,不 妨 设 ww 一 了 
则 式 〈2) 左 边 变 为 2 (Co 十 1) (Co 十] 同时 , 式 (2) 
右边 变 为 3(1 十 十 o 和) 容易 证 明 式 (2) 左 边 总 是 
大 于 右边 , 所 以 方程 (1) 在 此 种 情况 下 无 解 。 

当 式 (2 ) 中 仅 有 两 个 "为 1 时, 不妨 设 w 一 了 
o 一] 解 等 式 (2) 可 得 us =2 所 以 ,方程 (1) 在 此 
种 情况 下 的 解 为 pn- 了 8 8 或 者 n-- ?BB 或 者 n 一 

了 B 卫 

当 3 个 ax 抱 为 1 时 , 等 式 〈2 ) 不 成 立 . 所 以 , 方程 
(1) 在 此 种 情况 下 无 解 。 

当 3 个 ai 均 大 于 1 时 , 可 以 证 明 下 面 的 不 等 式 
成 也 。 

(al 十 1) (o 十 1)(a3s 十 1) 二 3(a 十 十 ao) 


即 

Q1 02 Q3 Faia2 Q2 Q3 Q1 0Q3 1 之 2oal 十 2a， 十 
2aa。 
用 上 述 不 等 式 的 左边 减 右边 可 得 

(al aaa3 十 alas 十 ooa3s 十 aloa3s 十 1) 

2(ali 十 oa 十 m) 一 aooas 十 al(as 一 2) 

o (as 一 2) 十 (al 一 2) 十 ] 之 

aoa3s 十 1 二 0 
这 就 证 明了 式 〈2) 左 边 总 是 大 于 右边 , 所 以 方程 〈]1 ) 
在 此 种 情况 下 无 解 。 

(9 当 kk= 4 时 , 满足 方程 〈1 ) 的 等 式 为 

(al 十 1)(o 十 1)(as 十 1)(Cas 十 1) 三 

4(al 十 az 十 oa 十 oa) (3 ) 

下 对 式 (3) 中 的 每 个 x 是 否 取 1 进行 讨论 , 其 
中 1] 委 关 4 

当 式 (3) 中 的 4 个 ai 均 为 1 时 , 等 式 (3 ) 成 立 . 
所 以 方程 (1 ) 在 此 种 情况 下 的 解 为 n 一 了 了 B 也 

当 式 (3) 中 仅 有 3 个 为 1 时 , 不 妨 设 wu 三 
mo 一 1 om 一 ] 且 au>>1 等 式 (3) 不 成 立 . 所 以 , 方 
程 (1) 在 此 种 情况 下 无 解 . 

当 式 (3 ) 中 仅 有 两 个 x 为 1 时 ,不妨 设 ww 一 
m 一 1 且 o>>1 ou>>1 等 式 (3) 不 成 立 . 所 以 , 方 
程 (1) 在 此 种 情况 下 无 解 . 

当 式 (3 ) 中 仅 有 一 个 wx 为 ] 时 , 不 妨 设 w 二 
且 o 和 之 1o 之 oa 之 1 

将 u = 1 代 人 式 (3) 得 

2 


Q4 )。 
将 等 式 两 边 化 简 为 
Q2 Q3 Q4 | Q2 03 | Q2 Q4 | oo 一 1 | Q2 | Q3 | Q4o 


由 于 >1 ou>1oa> 1 容易 看 出 上 述 等 式 
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的 左边 总 是 大 于 右边 . 所 以 式 (3) 左 边 总 是 大 于 右 
边 .因此 方程 (1) 在 此 种 情况 下 无 解 。 

当 式 (3) 中 4 个 %% 均 大 于 1 时 , 由 于 当 ww 二 

二 1 时 ，(a 十 1)(o 十 1) 全 2(al 十 as )。 

同 理 可 知 , 当 o 二 1 ou 二 1 时 ，(a 十 1) (oa 十 
1) 二 2(a 十 o) 所 以 

(ai 十 1)(a 十 1)(a 十 1)(as 十 1) 人 之 

4(al 十 )(a3 十 aq ) 一 

4(al oa 十 al aa 十 aaas 

4(al 十 十 os 十 ao) 
因此 , 等 式 (3 ) 左 边 总 是 大 于 右边 .所 以 方程 (1) 在 
此 种 情况 下 无 解 。 

(9 当 防 4 且 II 私 入 了 可 以 证 明 方程 (1) 的 


Q2 0Q4 ) 之 


左边 总 是 大 于 右边 。 即 
(al 十 1) (Co 十 1) 十 … 十 (ak 十 1) 二 Kai 十 
十 ok) 


所 以 方程 (1 ) 在 此 种 情况 下 无 解 . 
下 面 用 数学 妇 纳 法 证 明 . 设 一 时 , 不 等 式 成 
立 . 即 


(al 十 1)(o 十 1) 十 … 十 (ai 寺 1) 人 > 《al 十 … 
直 0 
则 当 = 寺 1 时 
(ai 十 1)(as 十 1) 十 … 十 (ai 十 1)(Cain 十 1) 全 
X《oal 十 … 十 aiDCaib 十 1 
又 因为 
al 十 … 十 ai)(ai 十 1) 一 ( 寺 1)(Coi 十 … 
ai 十 ai ) 一 
Xoal 十 … 十 ai (ai 十 1 一 Xoa 十 … 十 ai) 
Xoas ) (Qi 上 … 十 ai) Qil 一 
(bi 一 1)Ca 十 十 xD 一 ( 填 1)ab 人 > 
(bi 一 1)(Ca 十 … 十 ai 
人 
(bi 一 1)(Cai ai 一 二 1)>0 


所 以 当 kk 一 寺 1 时 , 不 等 式 亦 成 立 。 
( 蕊 当 萝 偶 数 时 , 设 玫 守卫 且 Z 为 奇数 , 设 


请 … 。 
0 SS 区 志 SC 机 这 


ss 


d 


又 蜡 
纵 
d n2 


同时 
w(DO(CD 一 (kgkH1)(Co 十 oa 十 ai 十 … 十 ax) 
下 面 可 以 证 明 
34 DB2) 一 3a(al 十 1)(as 十 1)… (ak 十 1) 全 
(CkH1)Ca 十 oa 十 … 十 an。 (4) 


( 引 当 k 王 2 时 , 容易 验证 不 等 式 (4 ) 成 立 。 

( 卓 当 kk=- 3 时 , 将 不 等 式 (4 ) 两 边 展开 比较 ， 
可 以 验证 不 等 式 (4 ) 成 立 。 

(9 当 E> 3 时 , 也 可 以 验证 不 等 式 (4) 成 立 ， 
证 明 方 法 类 似 于 在 讨论 芒 奇 数 时 ，[ 达 > 4 的 情形 
同样 可 用 数学 妇 纳 法 得 到 证 明 结果 . 

所 以 , 在 此 种 情况 下 方程 也 无 解 . 

结合 以 上 几 种 情况 立刻 完成 定理 的 证 明 。 
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